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Reverse Polish Notation

Andreas Miiller

Zusammenfassung

Im Taschenrechner-Krieg in den Siebzigerjahren des zwanzigsten Jahrhunderts tra-
ten zwei ziemlich verschiedene Systeme fiir die Eingabe arithmetischer Ausdriicke
gegeneinander an. Die einen Hersteller setzten auf eine Syntax moglichst nahe an der
algebraischen Schreibweise, wihrend Hewlett-Packard in seinen Tisch- und Taschen-
rechnern die umgekehrte polnische Notation (Reverse Polish Notation, RPN) verwen-
dete.

1 Das Problem

Ein Taschenrechner wertet arithmetische Ausdriicke aus. Aufgrund seiner Groe kann er
aber nur eine sehr einfache Benutzeroberfliche zur Verfiigung stellen. Typischerweise ste-
hen Tasten fiir die Eingabe von Ziffern, Dezimalpunkt und Operationszeichen zur Verfii-
gung. Damit lassen sich bereits einfache arithmetische Ausdriicke eingeben. Die meisten
einfachen Taschenrechner fiihren jedoch eine Operation aus, sobald klar ist, dass der zwei-
te Operand vollstiandig ist. Gibt man zum Beispiel den Ausdruck

123 + 456 x 789 (1)

als
123+456%x789

ein, wird die Summe 123 + 456 ausgewertet, sobald das Multiplikationszeichen eingege-
ben wird. Die nachfolgende Multiplikation wird also mit der Summe 123 + 456 = 579
durchgefiihrt. Der Ausdruck (1) wird also als

(123 + 456) x 789 )

ausgewertet und erhélt den Wert 456831, abweichend vom korrekten Wert 359907, der bei
Anwendung der algebraischen Konvention, dass Multiplikationen vor Additionen ausge-
fiihrt werden miissen, gefunden wird. Ein solcher Taschenrechner ist also nicht geeignet
fiir die zuverlidBige Berechnung komplexer Ausdriicke, da die Gefahr besteht, dass sich
der Benutzer nicht bewusst ist, ob der Taschenrechner die Operationsreihenfolge korrekt
beriicksichtigt.

Ein Teil der Schwierigkeit rithrt daher, dass fiir die Auswertung komplexer Ausdriicke
ausreichend Speicherplatz fiir Zwischenresultate bereitgestellt werden muss, den frithe Ta-
schenrechner nicht zur Verfiigung hatten. Dieses Problem wird noch verschérft, wenn der
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Abbildung 1: Der Tischrechner HP9100A (1968, links) und der Taschenrechner HP-35 (1972, rechts)
von Hewlett-Packard. Beide Rechner verwenden die umgekehrte polnische Notation als Eingabeme-
thode.

Taschenrechner die Eingabe von Klammern erlaubt. Mit jeder 6ffnenden Klammer beginnt
ein neuer Auswertungkskontext, in dem Speicherplatz fiir Zwischenresultate bereitgestellt
werden muss. Im besten Fall kann der Taschenrechner also ein paar wenige Klammerebe-
nen unterstiitzen. Damit entsteht das neue Problem, dass der Taschenrechner dem Benutzer
irgendwie anzeigen konnen muss, ob er die Anzahl der zur Verfiigung stehenden Klam-
merebenen ausgeschopft hat.

Texas Instruments fithrte 1975 den programmierbaren Taschenrechner SR-52 ein, der
das sogenannte Algebraic Operating System AOS™ [ 1] implementierte. Wegen beschrink-
ter CPU-Resourcen konnten sich frithere Taschenrechner nur teilweise an die algebrai-
schen Auswerteregeln fiir einen arithmetischen Ausdruck halten. Mit AOS™ konnte erst-
mals Klammern verarbeiten werden und der Operatorvorrang wurde eingehalten. Friithere
Taschenrechner mussten also mit wesentlich einfacherer Hardware Rechnerfunktionen be-
reitstellen, die dem Benutzer trotzdem die korrekte Auswertung beliebig komplexer Aus-
driicke ermoglichen.

2 Umgekehrte Polnische Notation

Im Jahre 1968 fiihrte Hewlett-Packard den programmierbaren Tischrechner HP9100A ([3]
und Abbildung 1) ein, der erstmals nicht nur die arithmetischen Grundoperationen be-
herrschte, sondern auch die iiblichen transzendenten Funktionen wie Exponentialfunktion,
Logarithmus und die trigonometrischen Funktionen. Fiir vollstindige Syntaxanalyse von
arithmetischen Ausdriicken wie beim AOS™ (Abschnitt 1) stand aber nicht ausreichend
Speicher zur Verfiigung.

Bei der iiblichen algebraischen Notation stehen die Operationszeichen zwischen den
Operanden, dies wird als Infixnotation bezeichnet. Werden die Operationen in einer der
verbreiteten Programmiersprachen als Funktionen realisiert, zum Beispiel als add(a, b),
dann steht der Name der Funktion, add, vor den beiden Operationen a und b. In dieser Rei-
henfolge stehen die Operatoren vor den Operanden, man spricht von Prefixnotation. Sie
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T: 0 T: 0 T: 0 T: 0
Z: 0 Z: 0 0 Z: 0
Y: 0 Y: 123 Y: 123 Y: 0
X: 123 4: X: 123 —— X: 456 l» X:| -333

[4]s]6] (-]

Abbildung 2: Bedienung des Stacks der umgekehrten polnischen Notation. Die -Taste ko-
piert den Inhalt von X nach Y und startet die Eingabe eines neuen Operanden. Die B-Taste lost die
Subtraktion Y — X aus.

wurde vom polnischen Mathematiker Jan Lukasiewicz als kompaktere Notation fiir die Lo-
gik und Arithmetik vorgeschlagen und heifit daher auch polnische Notation, Lukasiewicz-
Notation und Warschauer Notation.

Beim HP9100A steht als Zwischenspeicher fiir Operanden ein Stapel mit drei Regis-
tern zur Verfiigung, die als Z, ¥ und X bezeichnet werden. Die Operationen verwenden
jeweils die letzten beiden Register. Sie werden ausgeldst, indem man die Operationstas-
te nach Eingabe der Operanden eingibt. Das Operationszeichen steht nicht zwischen den
Operanden, sondern am Ende, man spricht von Postfixnotation oder auch umgekehrte pol-
nischer Notation (UPN) oder reverse polish notation (RPN).

Als Trennzeichen fiir die Eingabe der Operanden steht die Taste zur Verfii-
gung. Die Operanden 123 und 456 werden also durch die Tastenfolge

[1](2)(eJEnTeR][4 ][5 (6]

eingegeben. Die Taste verschiebt den aktuellen Inhalt von X in das Register X und
startet die Eingabe eines neuen Wertes im Register X. Falls Y bereits einen Wert enthilt,
dann wird der Inhalt nach Z kopiert. Man kann sich daher die Register auch als einen sehr
kleinen Stack vorstellen. Die Eingabe figt dem Stack ein neues Element hinzu,
welches im Register X zu finden ist.

Da bei der Handrechnung von Subtraktionen der Subtrahend héufig unter dem Minu-
end geschrieben wird, wie auch bei Briichen der Divisor unter dem Dividenden steht, ist es
zweckmiBig, sich die Register so angeordnet vorzustellen. Im Gegensatz zur Darstellungs-
weise eines Stacks in Kapitel 7, bei der neue Elemente oben auf den Stack gelegt werden,
wichst der Stack der Operanden nach unten, neue Elemente werden unten angefiigt.

Der Taschenrechner HP-35 [2] war 1972 das erste Gerit im Taschenformat', welches
die iiblichen transzendenten Operationen bereitstellte und damit die Bediirfnisse eines
technisch-wissenschaftlichen Benutzers abdecken konnte. Urspriinglich als ein Produkt
fiir internen Gebrauch entwickelt, rechnete eine Marketingstudie mit einem moglichen
Absatz von etwa 50000 Geriten. Tatsdchlich wiirde iiber eine halbe Million Rechner ver-
kauft, trotz des hohen Preises von 395 USD, was nach heutiger Kaufkraft etwa 2600 USD
entsprechen wiirde. Auch der HP-35 verwendet die umgekehrte polnische Notation, aller-
dings mit vier Registern 7', Z, Y und X.

! Angeblich sollen die Abmessungen des Geriits so gewihlt worden sein, dass der Rechner in die Hemdtasche
von Firmengriinder Bill Hewlett passt. Die Nummer 35 geht darauf zuriick, dass der Rechner 35 Tasten hat.
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T: 12 T: 34 T: 34 T: 78
Z: 34 Z: 56 Z: 56 Z: 34
Y: 56 Y: 78 Y: 12 Y: 56
X: 78 X: 12 ><: X 78 X: 12

Abbildung 3: Erweiterte Stack-Operationen. Die Operation vertauscht die Werte in den Re-
gistern X und Y. Die Operationen und vertauschen die Werte zyklisch nach oben bzw. unten.
Diese Operation wird auch Rotation genannt.

T: 12 T T: 12
Z: 34 Z: 12
Y: 56 \» Y: 34
X: 78 l» X: 144

Abbildung 4: Eine zweistellige Operation wie die arithmetischen Operationen verkniipft die Werte
in X und Y und legt das Resultat in X ab. Die dariiberliegenden Wert werden ein Register nach unten
kopiert. Der Wert in T bleibt erhalten.

Zusitzliche Funktionen (Abbildung 3) erméglichen dem Benutzer, noch flexibler Nut-
zen aus den Registern des Stack zu ziehen. Die Operation vertauscht den Inhalt der
X- und Y-Register. Zugriff auf jeden beliebigen Wert des Stack kann durch Benutzer durch
die Operationen und , die die Werte auf im Stack zyklisch nach oben bzw. unten
vertauschen oder rotieren.

Das T-Register hat noch eine weitere Funktion (Abbildung 4). Wenn die Werte im
Stack als Folge einer arithmetischen Operation nach unten kopiert werden, bleibt der Wert
im Register T erhalten. Das T-Register kann daher als Register fiir eine Konstanten ver-
wendet werden, die immer wieder benétigt wird. Dies ist zum Beispiel niitzlich beim Aus-
werten eines Polynoms. Das Polynom

p(x) = a,x" + Ap X +arx + ag

kann auch als
px)=((...(aux+ap-1)x+ -+ a)x+a)x+ay

geschrieben werden. Zur Auswertung wird der Stack zuerst mit den Tasten

x [ENTER] [ENTER] [ENTER]

mit dem Wert von x gefiillt. Durch die Tastenfolge

ay ] an () a2 (F] (6] - e (] X a () (] a0 [+
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wird der Wert des Polynoms berechnet, ohne dass x erneut eingegeben werden muss und
ohne dass ein Zwischenresultat notiert werden muss.

Operationen mit nur einem Operanden wie der Vorzeichenwechsel oder der rezipro-
ke Wert 1/x verwenden das X-Register als Argument und legen das Resultat ebendort ab,
ohne die iibrigen Stackwerte zu verschieben. Spitere technisch-wissenschaftliche Rechner
von Hewlett-Packard boten auch eine Funktion fiir die Umrechung von kartesischen
Koordinaten und Polarkoordinaten. Sie verwendet die Werte in X und Y als die Koordina-
ten x und y eines Punktes und berechnet den Polarwinkel ¢ im Register ¥ und den Radius
r im Register X. Die Umkehrfunktion zu ist .

Die Potemnzierungsoperation illustriert einen interessanten Konflikt der Vorstellung
des umgekehrten Stack mit der Benutzererfahrung. Auf dem HP-35 steht die Taste zur
Verfiigung, welche den Wert im Register X mit dem Exponenten in Register Y potenziert.
Dies passt zur Vorstellung, dass X der “untere” Wert ist, wihrend Y “weiter oben” liegt.
Es fiihrt aber dazu, dass der Benutzer erst den Exponenten eingeben muss, dann erst die
Basis. Die mathematische Notation prisentiert dem Benutzer aber erst die Basis und erst
dann den Exponenten. Bei allen spiteren Taschenrechnern wurde die Taste daher in
umbenannt.

3 Die Auswertung des Syntaxbaumes mit RPN

In Abschnitt 5.3 wird erklért, wie ein Syntaxbaum ausgewertet wird. Die umgekehrte pol-
nische Notation definiert eine Aufgabenteilung zwischen dem Benutzer, der den Syntax-
baum des auszuwertenden Ausdrucks konstruiert und dem Rechner, der die Rechenopera-
tionen ausfiihrt (Abbildung 5). Jedesmal, wenn im Syntaxbaum eine Zahl angetroffen wird,
wird diese als neues Element auf den Stack geschoben. Bei einem Knoten des Syntax-
baums, der einer arithmetischen Operation entspricht, muss nur noch die Rechenoperation
ausgefiihrt werden, die Operanden befinden sich bereits auf dem Stack. Das Resultat der
Operation wird das neue Element X auf dem Stack, steht also unmittelbar fiir die nédchste
Operation zur Verfiigung.

Die Tatsache, dass auf dem Stack des Taschenrechners nur vier Ebenen zur Verfiigung
stehen, ist dabei ein leicht zu verschmerzender Kompromiss. Sollte ein Ausdruck so kom-
plex geschachtelt sein, dass die vier Ebenen nicht ausreichen, diirfte es dem Benutzer auch
schwer fallen, den Syntaxbaum zu iiberblicken. Derart komplizierte Ausdriicke konnen
mit einem Taschenrechner nicht mehr zuverlédssig ausgewertet werden und sollten mit ei-
nem Programm verarbeitet werden, welches beliebig komplexe Ausdriicke parsen kann,
wie das in Abschnitt 7.3 beschriebene Calculator-Programm.

4 Weitere Produkte, die UPN einsetzen

Die Taschenrechner von Hewlett-Packard sind nicht die einzigen Produkte, die die um-
gekehrte polnische Notation verwenden. Die Seitenbeschreibungssprache PostScript ist
Turing-vollstdndig und verwendet einen Stack fiir alle Funktionsaufrufe. Argumente wer-
den auf den Stack geschoben, danach folgt der Funktionsaufruf. Die Operatoren add, sub,
mul und div realisieren die arithmetischen Grundoperatoren. Fiir die Manipulation des
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Abbildung 5: Syntaxbaum des Ausdrucks (12 + 34) x (56 — 78) in der Expression-Term-Factor-
Grammatik. Zur Auswertung miissen die Operationen in der durch die roten Pfeile angedeuteten
Reihenfolge eingegeben werden.
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Stackinhalts stehen viele wie bei den HP-Taschenrechnern weitere Operatoren zur Verfii-
gung, zum Beispiel dup, welcher wie den Wert zuoberst auf dem Stack dupliziert,
exch, welcher wie die obersten beiden Werte auf dem Stack vertauscht, und roll,
welcher die obersten n Stackeintrige um i Elemente zyklisch vertauschen kann, und damit
als Erweiterung von oder gesehen werden kann.

Die Programmiersprache FORTH entstand zunéchst als ein integriertes System zur
Steuerung eines Radioteleskops. Es erfreute sich dank der geringen Anspriiche an die
Leistungsfiahigkeit der Hardware in den Siebzigerjahren unter Astronomen einiger Be-
liebtheit. Forth verwendet einen Stack, die Operatoren +, -, * und / fiir die Arithmetik
und Operatoren zur Manipulation mit den Namen SWAP, DUP und ROT. Forth erlangte
einige Bedeutung als hardwareunabhéngige Sprache fiir die plattformunabhéngige Boo-
tumgebung Open Firmware. Zusétzgerite konnen dabei so eingebunden werden, dass sie
den zur Bedienung des Gerites notigen Code als prozessorunabhingigen Forth-Code in
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Home Inhalt Artikel Fp Galif fobi Anki. Ubungen Errata

Calculator - Fp

Numerical Field Extension

Fp (Finite Field Modulo p) ~ No extension ~
Field definition
Modulo p:
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RPN Mode (@)

Abbildung 6: Rechner fiir die Korper F, und F, (@) auf der Website https://linalg. ch bietet ein
RPN-Interface an.

einem Festwertspeicher bereitstellen. Open Firmware verwendet diesen Code anstelle von
separat zu installierenden Treibern. Open Firmware wurde auf SPARC-Rechnern von Sun
Microsystems und spéter auch auf den PowerPC-Rechnern von Apple verwendet.

5 Ein Rechner fiir Arithmetik in F,

In der Kryptographie werden oft die endlichen K&rper R, oder die endlichen Erweite-
rungskorper F; = Fy(a) = Fp[X]/(m(X)) verwendet, wobei m(X) das Minimalpolynom
von « ist. Wihrend Addition, Subtraktion und Multiplikation in F, einfach durchzufiih-
ren sind, verlangt die Division mach dem erweiterten euklidischen Algorithmus [4]. Fiir
die Erweiterungskorpert F, () muss der Algorithmus im Polynomring F,[X] durchgefiihrt
werden, was die Kompmlexitdt weiter erhoht. Daher wurde von Simon Amberg und Ali
Al-Kubaisi ein webbasierter Rechner auf https://linalg.ch/fp entwickelt, mit dem
die Rechenoperationen in diesen Korpern in einem Webbrowser durchgefiihrt werden kon-
nen. Neben einem einfachen Interface, in dem der Benutzer zwei Operationen eingeben
und dann eine Operation auslosen kann, wurde auch ein RPN-Modus implementiert, wel-
ches in Abbildung 6 dargestellt ist.


https://linalg.ch
https://linalg.ch/fp
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